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摘要　　基于 β平面通道准地转正压位势涡度方程 ,用 wavelet-Galerkin 方法导出了以周期小波尺

度函数为基底的小波谱模式 , 提出了小波格-谱变换算法 , 大大减少了模式非线性项的计算量;利

用小波基导出了流函数倾向的二维 Helmholtz方程的矩阵代数方程 , 求出了周期边界条件下的高精

度解.数值试验表明 , 在热力和地形强迫下小波谱模式可以稳定的长时间积分 , 其数值解与格点

差分模式的积分结果相近 , 但解的精度更高 、 收敛速度更快.在单纯热力强迫下得到了收敛的稳

定解 , 在地形强迫下解呈现约 15 d的准周期振荡 , 类似于大气环流的高低指数循环.
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　　数值求解大气动力热力方程组是定量研究大气

环流及其演变规律的重要手段之一[ 1] .目前大气数

值模式依其离散化和求解方法主要分为格点模式和

谱模式.前者用有限差分近似 , 优点是简单且边界

条件易于处理;缺点是逼近函数的连续性差 , 模拟

的波动移速往往偏慢 , 在球坐标中极点不好处理 ,

非线性项的计算容易出现混淆误差等.当然 , 随着

一系列守恒格式设计的成功[ 2] , 有限差分近似的非

线性计算稳定性也得到了改进.谱模式是基于某种

正交函数基底离散化方程组 , 将大气偏微分方程组

化为常微分方程组求解 , 优点之一是空间导数的计

算是精确的 , 在球坐标系中不存在地球极点问题

等;主要缺点是复杂边界不易处理.另外 , 三角函

数或球谐函数等都是全局基 , 在描述大气中降水等

不连续物理量时会出现所谓 “Gibbs现象” , 对于陡

峭地形甚至会导致 “负地形” 产生[ 3 ,4] .这些问题

在分辨率低的气候模式中表现得尤为突出.

紧支集正交小波基的成功构造[ 5 ～ 7]不仅为数字

信号压缩和图像处理等提供了强有力的工具 , 也为

我们求解微分方程带来了新的思路[ 8] .正交小波基

在物理空间和波数空间上同时具有良好的局域性对

于数值求解微分方程是有吸引力的 , 它不仅能削弱

因函数不连续性引起的 “Gibbs现象” 、 使误差局域

化[ 3] , 同时可以大大压缩模式的自由度 , 提高计算

精度.目前 , 已经发展了多种用小波理论求解微分

方程的方法 , 其中主要有 wavelet-Galerkin 方法[ 9] 、

小波配置法(collocation)[ 10]和WOFD[ 11]方法等.这

些方法成功地模拟了流体间断的传播[ 8] 、 地幔对

流[ 10]和赤道海洋 Kelvin 波[ 11]等 , 显示出小波方法

求解微分方程的潜力.然而 , 用小波方法求解涡度

方程的例子却极为少见 , 因为涡度方程具有的高阶

导数不易处理 , 同时又涉及求解 Poisson 方程的困

难.Qian和Weiss[ 12]只求解了一个有平流和耗散项

的简单无辐散涡度方程.至于用小波方法求解大气

涡度或位势涡度方程 , 目前尚未见报道.本文利用

wavelet-Galerkin方法求解具有非绝热加热 、 地形强

迫和耗散的非线性准地转正压大气位势涡度方程 ,

其中包括求解一个二维 Helmholtz 方程 , 试图据此
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尝试该方法在模拟非线性大气运动特征的潜力.

1　正交小波基

Mallat引入的多分辨分析(MRA)[ 13] 是构造正

交小波基的一般方法.由小波尺度函数 φ和小波函

数ψ可以构造如下的标准正交基[ 6 , 9]

φj , k(x)=2 j/2φ(2 jx -k), 　φj , k(x)∈ V j ,

(1)

ψj , k(x)=2 j/2ψ(2 jx -k), 　ψj , k(x)∈ W j ,

(2)

其中指标 “ j” 是小波分辨率 , k 为平移参数 , 它们

都为整数Z .闭子空间序列 V j j∈ Z满足如下的嵌

套关系

…  V j  V j+1……  L
2(IR), 　j ∈ Z , (3)

W j是 V j的正交补 , 即

V j+1 = VJ ⊕W j , (4)

尺度函数 φj , k(x)仅是 V j的标准正交基 , 因为分辨

率 j是给定的;小波函数 ψj , k(x)是 L
2(IR)的标准

正交基 , 它的伸缩和平移都构成了 L
2(IR)空间的

正交基底 , 即有如下关系成立

∫
∞

-∞

φj , k(x)φj , l(x)d x =δ(k -l), (5)

∫
∞

-∞

ψj , k(x)ψl , m(x)d x =δ(j -l)δ(k -m),

(6)

∫
∞

-∞

φj , k(x)ψl , m(x)d x =0 , (7)

其中 δ(x)是 Dirac函数.上述经典小波基都定义在

实数轴上 , 求解微分方程需要有限区间上的小波

基 , 但这类小波基构造尚处于发展阶段[ 14] .因此 ,

我们选择定义在[ 0 , 1]区间上的周期小波作为展开

基底.周期小波可以简单地通过对(1)和(2)式做

Poisson求和得到[ 5 , 15] , 即

 φJ , k(x)=∑
l ∈Z
φJ , k(x -l), (8)

 ψJ , k(x)=∑
l ∈Z
ψJ , k(x -l), (9)

其中 φJ , k(x)和  ψJ , k(x)分别是周期尺度函数和周期

小波函数. φJ , k(x)∈  VJ ,  ψJ , k(x)∈  WJ , 且有

 VJ+1= VJ ⊕  WJ , (10)

L
2(IR)= closeL 2(IR)( V0 ⊕

∞
j=0  W j). (11)

一个平方可积函数既可以用尺度函数 , 也可以

用小波函数展开 , 当然还可以同时用两者展开.其

中 , 尺度函数系数描绘了函数的大致轮廓或近似部

分 , 而小波系数反映的是函数的细节或奇异部分.

考虑到模拟的是大尺度正压 Rossby 波 , 并且模式分

辨率较低 , 我们选择周期尺度函数作为展开基底.

2　正压模式

1979年 , Charney 基于 β平面准地转位势涡度

方程构造了一个考虑非绝热加热 、摩擦和地形的大

气正压模式
[ 16]
, 其无量纲方程为

 
 t(Δ

2
ψ-

ψ
λ
2)+J(ψ, Δ

2
ψ+h)+

　　 β
 ψ
 x
+kΔ2(ψ-ψ＊)=0 , (12)

其中 ψ, h , ψ＊依次是准地转流函数 、 下垫面地形

和非绝热加热流函数;λ2 =gH/(f 20L
2),  β =L/ a

≈1/4 , k=DE/(2H), πL =5×10
6 m , H =104 m;

f 0=2Ψsin 0 , 为 Coriolis参数 ,  0=45°N;g 是重

力加速度 , a 是地球半径;D E =(2v E/ f 0)
1/2
, 是

Ekman深度 , v E 为体积涡旋粘性系数.为了利用

周期小波 , 需要将(12)式定义在单位正方形区域上

并加上周期边界条件 , 即

(Δ
2
-λ

2
0)
 ψ
 t =-J(ψ, C+h)- β

 ψ
 x -k(C-C

＊
),

(13)

(x , y)∈ G={(x , y) (x , y)∈[ 0 ,1]  [ 0 , 1] },

 2ψ
 x 2
+
 2ψ
 y2
=C , (14)
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ψ(x , y)=ψ(x ±n , y ±n), n ∈ Z , (15)

其中 λ
2
0=λ

-2
, C

＊
=Δ

2
ψ
＊
, k=0.01.(13)～ (15)

式即是本文所用的 β平面通道中的无量纲准地转正

压大气模式.

3　小波谱模式

若流函数 ψ(x , y)∈ L 2(IR), 是周期为 1 的

函数 , 则可以将其投影到  VJ 空间中得到分辨率为J

的近似展开式

ψJ(x , y)=PJ(ψ(x , y))

=∑
2
J-1

i=0
∑
2
J-1

k=0
ψJ , i , k φJ , i(x) φJ , k(y),

(16)

其中 PJ 为正交投影算子 , 展开系数定义为

ψJ , i , k =∫∫
G

ψ(x , y) φJ , i(x) φJ , k(y)d xdy , (17)

显然 , 当 J ※∞时 , ψJ(x , y)收敛到 ψ(x , y).流

函数的导数也可以做类似展开 ,

 ψ
 x
≈PJ

 ψ
 x

=∑
2
J-1

j=0
∑
2
J-1

k=0
CXJ , j , k φJ , j(x) φJ , k(y),

(18)

 2ψ
 x2

≈PJ
 2ψ
 x 2

=∑
2
J-1

j=0
∑
2
J-1

k=0
CXXJ , j , k φJ , j(x) φJ , k(y),

(19)

其中(18)式的展开系数定义为

CXJ , j , k =∫∫
G

 ψ
 x
 φJ , j(x) φJ , k(y)dxdy , (20)

将(16)式代入(20)式 , 经过变量代换 , 整理得

CXJ , j , k=2J ∑
2
J-1

l=0
∑
2
J-1

m=0
ψJ , l , m∫ φ(1)l-j(x) φ(x)d x ·

　∫ φ(y -m) φ(y -k)dy , (21)

上式中尺度函数的上标 “(1)” 表示一阶导数 ,

l-j 为平移因子.注意到尺度函数的支撑区域和周

期性 , (21)式又可以写为

CXJ , j , k =2J ∑
ND-2

l=2-ND
ψJ , l+j , kΨ

1
l , (22)

其中 ND 为 Daubechies小波阶数 , 一阶连接系数的

定义为

Ψ
1
i =∫ φ(x) φ(1)i (x)dx , (23)

用同样的方法可以导出(19)中流函数二阶导数的尺

度函数变换 ,

CXXJ , j , k =22J ∑
ND-2

l=2-ND
ψJ , l+jΨ

2
l , (24)

其中二阶连接系数的定义为

Ψ2
i =∫ φ(x) φ(2)i (x)dx . (25)

　　有了(24)式 , 我们很容易求出涡度的尺度函数

变换 CJ , j , k(或记为 CJ(j , k)).由于一阶和二阶等

小波连接系数可以用 Dahmen等[ 17]给出的代数方法

高精度的求出.因此小波方法逼近导数的截断误差

很小.

将流函数 、 非绝热加热流函数和涡度平流(包

括地形强迫)项用周期小波尺度函数展开后再代入

(13)式 , 并且在方程两端同乘以  φJ , p(x) φJ , q(y),

然后在区域 G 上积分 , 利用(16)～ (23)式和尺度函

数的正交性可以得到小波谱形式的正压位势涡度方

程或正压模式

(CJ(p , q))t -λ
2
0(ψJ(p , q))t =-FJ(p , q),

(26)

其中

FJ(p , q)=HJ(p , q)+2
J
 β ∑

ND-2

l=2-ND
ψJ(l +p , q)Ψ

1
l -

　k(CJ(p , q)-C
＊
J (p , q))=0 , (27)

HJ(p , q)=∫∫
G

J(ψ, C +h) φJ , p(x) φJ , q(y)d xdy .

(28)
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　　与以球谐函数或三角函数危基底的谱模式一

样 , (28)式的小波变换计算量非常巨大 , 不能直接

计算 , 需要用下一节叙述的小波格-谱变换法计算.

方程(26)是一个关于流函数倾向的小波谱形式

的Helmholtz方程 , 可以写为

∑
ND-2

l=2-ND
(ψt)J , l+p , qΨ

2
l + ∑

ND-2

m=2-ND
(ψt)J , p , m+q ·

　Ψ2m -2-2Jλ20(ψt)p , q =-2
-2J
FJ(p , q).(29)

　　在周期边界条件下(29)式可以进一步写成矩阵

形式

Ψψt +ψtΨ=-2-2JF , (30)

其中 Ψ是由小波而接连系数Ψ2
i 等构成的循环矩阵

Ψ=circ(Ψ20 -2-2J-1λ20 , Ψ
2
1 , Ψ

2
2 , …, Ψ

2
ND-2 ,0 , …

　0 , Ψ2
2-ND , … , Ψ

2
-2 , Ψ

2
-1). (31)

4　数值解法

4.1　小波格-谱变换法

如果给定加热的形式 C
＊ , 在周期边界条件下

积分(26)和(29)式就可以求得正压小波谱模式的数

值解 ψJ(p , q), 对其再做小波尺度函数逆变换就

可以得到正压模式的解流函数 ψ(x , y).计算方程

(26)右端项的主要困难是如何减少非线性项 HJ(p ,

q)的计算量.假如采取直接计算小波展开的非线性

相互作用项 , 计算量太大 , 大规模数值计算几乎不

可能.我们设计了一种小波格谱变换算法能高效地

计算 HJ(p , q)项 , 具体分为以下 4个步骤:

(1)在小波波数空间中用尺度函数的连接系数

计算出流函数和涡度的空间导数尺度变换场;

(2)对波数空间导数做逆尺度函数变换 , 得到

它们在物理空间格点上的导数值;

(3)在物理空间格点上做乘法运算 , 计算出格

点上的涡度平流和地形抬升速度项;

(4)对涡度平流与地形抬升速度项的和再做小

波尺度变换 , 代入(26)式参与时间积分.

实际计算表明 , 小波格-谱变换算法能大大减

少计算量 , 加快了模式积分速度 , 并且计算也是稳

定的.

4.2　Helmholtz方程求解

方程(30)能用代数方法求解[ 15] .循环矩阵 Ψ

可以用快速 Fourier变换(FFT)分解为[ 12]

Ψ= ΥDΨΥ
T. (32)

利用上式 , (31)式的解可以表示为

ψt =-Υ(BΨ. (Υ
T
FΥ))ΥT , (33)

其中

BΨ=DΨ

1　.　.　1

.　.　.　.

.　.　.　.

1　.　.　1

+

1　.　.　1

.　.　.　.

.　.　.　.

1　.　.　1

DΨ,

(34)

(33)式中的 “ . ” 是矩阵元素对元素的除法算子 ,

λi(i=1 , 2
J
)与 Υ分别是矩阵 Ψ的特征值和特征向

量.ΥΥT=1 , DΨ=diag {λi}.数值计算检验表明

用 FFT 分解矩阵 Ψ, 计算误差太大.本文用 Jaco-

bian方法求出矩阵 Ψ的特征值和特征向量.

积分(33)式得到流函数的尺度变换场 , 再由下

式求出涡度的尺度变换场

C =2
2J
(Ψ

＊
Χ+ΧΨ

＊
), (35)

其中 Ψ＊为一循环矩阵 ,

Ψ
＊
=ci rc(Ψ

2
0 , Ψ

2
1 , Ψ

2
2 , …, Ψ

2
ND-2 ,0 , …

　0 , Ψ22-ND , … , Ψ
2
-2 , Ψ

2
-1). (36)

　　在本文的计算中使用 Daubechies周期小波 , 阶

数 ND =10 , 分辨率 J =4 , 即在单位面积上有 16×

16个网格点.

5　模式积分

5.1　热力驱动环流

令 h(x , y)=0 , 即没有地形起伏.为了满足
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周期边界条件 , 我们所用热力强迫形式与 Charney

模式有所不同 , 加热函数取为

C
＊(x , y)=-0.24 2sin(2πy)-

　　0.4cos(2πx)sin(2πy), (37)

初始场为

ψ(x , y)=0.01cos(2πx)sin(2πy). (38)

　　小波谱模式的时间积分采用 4 阶 Runge-Kutta

方案 , 无量纲时间步长为 0.27 个单位 , 相当于

1/32 d.在 SGI-2100 计算服务器上积分 32000步 ,

相当于 1000 d.为了观察解随时间的演变 , 我们用

积分区域中南北两个纬度上的平均流函数差定义一

个西风环流指数 IR , 即

IR = ∑
16

i=1
[ ψ(i ,7)-ψ(i ,11)] , (39)

从 I R 的演变(图 1(a))可以看到 , 经过起初的一段

时间适应后解很快收敛了.图 1(c)是模式积分到最

后一步输出的无量纲流函数场.从中可以看到流场

中有两高两低 , 南边为高压 , 北边为低压 , 与加热

场相配.

图 1　正压模式积分第 1000 天的西风环流指数 IR 与流函数场

(a)和(c):小波谱模式;(b)和(d):格点模式 , 绘图单位是 0.012

　　为了检验小波谱模式的推导和计算方法的正确

性 , 对正压模式(13)～ (15)式取与小波谱模式相同

的边界条件和热力强迫 , 再用差分近似求解.

Helmholtz方程的求解用迭代算法[ 4] , 控制迭代的

阈值为 10
-6
, 涡度平流的计算采用 Arakaw a四阶精

度的二次守恒格式[ 2] , 时间积分方案同小波谱模

式.积分结果显示 , 格点模式收敛后的流函数场

(图 1(d))与小波谱模式几乎相同 , 但前者的西风环

流指数略低于后者(图 1(a), (b)).从西风环流指

数的演变不难看出 , 小波谱模式的收敛速度和积分

时间都要快于格点模式.事实上 , 小波算法的截断

误差比格点模式小一个量级.用一个理想解检验

Helmhltz方程求解精度 , 发现 wavelet-Galerkin 解的

精度比格点模式的迭代解高一个量级.其实 , 在将

小波谱空间解返回物理空间时 , 还可以通过小波插

值法获得更高的精度.

5.2　地形强迫环流

大气西风环流演变的一个显著非线性特征是呈

现准周期的高低指数循环.高指数对应于强纬向环

流 , 低指数对应弱纬向环流或强经向环流.Charney

模式在只有纬向平均加热和地形强迫下能成功地再

现周期为十几天的振荡解.我们的积分区域是[ 0 ,
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1]  [ 0 , 1] , 网格距离是 1/16 , 小于 Charney 模式

的格距(π/16), 为了避免地形梯度过大 , 小波谱模

式的地形函数 h(x , y)取得和 Charney 模式一样 ,

但振幅减小了一半 , 并且扣除了负地形 , 即

h(x , y)=

0.1 cos(2πx)sin(πy)

　(x , y)∈ D ={(x , y) h>0}

0　　　　　　　其他

,

(40)

考虑到周期边界条件 , 加热函数取成

C
＊
(x , y)=-0.2 2sin(2πy). (41)

　　给定同样的初始场(38)式和积分时间步长

(Δt=0.27), 对模式积分 1000 d得到一个高低指数

循环的准周期解.图 2(a)是去掉前 200 d模式适应

过程积分值的西风环流指数演变.对其做一 Morlet

小波功率谱分析[ 18] 可以看到存在准 15和 30 d 2 个

显著周期(图 2(b), (c)), 前者为最显著的周期;

后者只是在300 ～ 500 d期间显著.图2(b)中白色曲

线所围区域是小波功率谱超过 0.05信度统计检验

的范围.图 2(c)是时间平均的小波功率谱 , 也称全

域小波谱(global w avelet spect rum), 其中虚线是

0.05信度的临界线.

在同样的初边值 、 地形和热力强迫条件下也用

格点模式积分 1000 d , 得到了一个类似小波谱模式

积分的准周期振荡解(图 3(a)).其 Morlet小波功率

谱(图 3(b))显示其显著周期也是 15和 30 d , 与小

波谱模式模拟的结果相近.比较图 2和图 3可以看

到两者的差异.首先 , 小波谱模式的序列 IR 中存

在较多的时间尺度小于 5 d的成分(图 2(b), 3(b)),

格点模式解的周期性更显著 , 谱的能量更集中 , 15

和 30 d时间平均谱峰高于小波谱模式;其次是格点

模式对较长周期(30 d)模拟得更好.假如模式真解

中存在准 30 d的周期解.这些差异说明 Arakawa 能

量和涡度拟能守恒格式确能抑制不规则短波的发

生 , 时间积分很稳定.小波谱模式因分辨率高 , 积

分过程中能产生较多的短波扰动 , 容易出现计算不

稳定.进一步的数值试验表明一般能稳定积分的小

波谱模式的时间步长要小于格点模式.看来 , 在保

持小波方法计算精度高的前提下 , 如何提高计算稳

定性是需要进一步研究的.

格点和小波谱模式的西风环流指数呈现相似的

准周期振荡 , 它们的高低指数环流型也比较相似.

在图 2和 3中分别各选一个高指数时刻(积分的第

27552步 、26957步)和一个低指数时刻(积分的第

图 2　小波谱模式模拟的西风环流指数演变

及其小波功率谱

(a)西风环流指数 IR;(b)Morlet小波功率谱;(c)全域小波谱 ,

其中(b)中的白色曲线与(c)中的虚线都是 0.05信度的临界线

图 3　格点模式模拟的西风环流指数演变

及其小波功率谱

(a)西风环流指数 IR;(b)Morlet小波功率谱;(c)全域小波谱
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27812步 、 27233步)的流函数场绘出(图 4).尽管

所选两个模式的高(低)指数不一样 , 但它们的流型

还是比较相似.这表明小波谱模式具有模拟正压大

气非线性振荡特征的能力.

图 4　正压大气小波谱模式和格点模式模拟的高低指数流函数场

(a)小波谱模式高指数(IR=0.0876)流场;(b)格点模式高指数(IR=0.0999)流场;

(c)小波谱模式低指数(IR=0.0133)流场;(d)格点模式低指数(IR=0.0304)流场.

图中等值线的值已经放大了 1000倍

6　讨论与结论

本文在周期边界条件下首次用 wavelet-Galerkin

方法导出了 β平面通道准地转正压大气的小波谱模

式 , 对模式平流项的计算提出了小波格谱变换法 ,

代替直接计算小波非线性相互作用项 , 大大减少了

计算量 , 为小波方法进一步用于大气环流或气候小

波模式的数值求解克服了一个主要障碍.二维

Helmholtz 方程的求解是小波谱模式求解过程的另

一个难点.经过检验几种矩阵分解方法 , 发现 Jaco-

bian分解方法计算的 Helmholtz 方程数值解精度最

高 , 同时 , 它还远高于格点模式的迭代算法的解 ,

计算量也要小得多.在同样的初边值条件和强迫

下 , 小波谱模式和格点模式的长时间积分给出了相

近的结果 , 证明小波谱模式的推导和数值计算方案

是正确的.小波谱模式不仅能模拟出热力强迫下的

定常解 , 也能模拟出地形强迫的 、 类似于大气高低

指数循环的准周期解 , 这显示了小波方法模拟大气

大尺度非线性运动的潜力.

β平面通道正压大气的小波谱模式的建立和成

功运行为将小波方法进一步用于求解更复杂的大气

环流模式奠定了基础.用 wavelet-Galerkin方法求解

球面大气运动方程组仍然是一个挑战 , 有待进一步

研究.
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《城市生态可持续发展规划》 杨志峰　何孟常　著

科学出版社　定价:70.00元

随着国内外生态城市建设的兴起 , 对城市生态环境问题 、 生态

城市规划理论 、方法及建设实践 , 引起学术界 、 政府部门和城市管

理者的广泛重视.本书作为生态规划研究方面的专著 , 在反映国内

外生态规划研究进展和学术思想的基础上 , 进行大胆的探索和创新 ,

突出规划理念 、理论与方法的先进性 , 强调遥感与 GIS 及信息集成

技术在生态规划方面的应用 , 并突出成果的系统性和实际可操作性.

全书共分 8 章 , 分别论述了规划理念 、 思路与方法 , 城市生态系统

评价与生态可持续发展目标 , 生态支持系统分析 , 城市发展与生态

支持系统互动调控 , 市域生态安全空间格局 , 生态系统管育措施 ,

规划方案评估和信息集成等内容.

本书可供大学和科研院所从事生态规划 、 城市规划和环境规划

的教学和研究人员阅读 , 可作为相关专业研究生和本科生教学参考

书 , 也可供大中城市从事规划和生态环境管理人员参考.
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